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W poprzednim odcinku opisali§my modele linearyzowalne regresji nieliniowej, {j. takie, ktére poprzez odpowiednie
przeksztatcenia liniowe zmiennych lub wspaotczynnikow mozemy sprowadzi¢ do postaci liniowej. Ponizej
przedstawie inny rodzaj modelu nieliniowego - regresje logistyczng, bardzo popularng w naukach medycznych.

W badaniach medycznych mamy czesto do czynienia ze zmienng zalezng typu dychotomicznego, na przyktad: 1 -
przezycie, 0 - zgon; 1 - wystepuje dany objaw (np. hiperglikemia, gorgczka), O - nie ma danego objawu; albo 1 -
wystepuje nowotwér, 0 - nie ma nowotworu. Wéwczas mozna postawié pytanie, ktéra ze zmiennych niezaleznych
wptywa istotnie na przezycie lub wystgpienie objawu. Szukamy oczywiscie podobnego do funkcji regresiji
powigzania prawdopodobienstwa wystgpienia danego objawu zgrupg zmiennych niezaleznych, takich jak wiek,
pteé, stezenie cholesterolu itd.

W takich sytuacjach nie mozemy wykorzystac regresji wielokrotnej (p. Regresja wielokrotna - cz. | oraz Regresja
wielokrotna - cz. Il). Warto$ci estymatora takiej funkegresji mogg bowiem przyjmowaé wartosci mniejsze od zera
lub wieksze od jednosci, ktére w naszym przypadku nie majg interpretacyjnego sensu. Doskonatym narzedziem
do tego typu zagadnien jest wtasnie regresja logistyczna. Dodatkowg zaletg regresji logistycznej jest to, ze analiza
i interpretacja wynikow sg podobne jak w poznanych wczesniej metodach klasycznej regresji. Ogélnie méwiac,
regresja logistyczna jest pewnym matematycznym modelem, ktérego mozemy uzy¢ w celu opisania wptywu kilku
zmiennych x4, X5,...X, (zaréwno ilo§ciowych, jak i jako$ciowych) na dychotomiczng zmienng y.

Regresje logistyczng, cieszgcg sie duzym uznaniem w psychologii i medycynie, wprowadzono juzw XIX wieku.
Pionierami byli Verhulst i Pearl, ktérzy opracowali postac krzywej logistycznej i zastosowali jg w praktyce; jednakze
petny model w postaci stosowanej dzisiaj po raz pierwszy podat i zastosowat w 1972 roku Finney.

Co lezy u podstaw tej popularnosci? Przede wszystkim funkcja logistyczna, ktérej wykres widoczny jest na rysunku
1.

Rys. 1. Posta¢ funkcji logistycznej
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Jak widac, przyjmuje ona wartosci miedzy 0 a 1. Zaktada sie ponadto, ze jej warto§¢ w -== jestrowna 0

(fl—==/ = 0)

Jak zmienia sie warto$ ¢ funkcji logistycznej? Wyrézniamy 3 etapy:

,adlaz=+% f(z) jestréwna 1.

1) na poczatku przez pewien czas jest bliska 0;
2) potem od pewnego momentu (warto$ci progowej) nastepuje nagty wzrost;
3) na koncu zbliza sie do 1.

Model logistyczny zawdziecza popularnos$¢ nastepujgcym wtasciwosciom:

1. Funkcja logistyczna przyjmuje warto$ci od 0 do 1. Model moze opisywac¢ warto$ci prawdopodobienstwa, ktore,
jak wiemy, sg zawsze zawarte miedzy 0 a 1. Prawdopodobienstwa te okres$lajg najczesciej ryzyko zachorowania
lub szanse wyzdrowienia. Dlatego model logistyczny jest czesto jedynym, jaki mozemy wybrac, rozwazajgc
prawdopodobienstwa.

2. Ksztatt funkcji przypomina rozciggniets litere S. Pokazuje on, ze zmiany funkcji sg minimalne, jesli wartosci
zmiennych sg mniejsze od pewnej wartosci progowej. Gdy jg przekroczg, woéwczas wartos ¢ funkcji zaczyna
gwattownie rosng¢ do 1; prawdopodobienstwo utrzymuje sie na wyjgtkowo wysokim poziomie - blisko 1. Pojecie
wartosci progowej jest czesto uzywane w badaniach medycznych i epidemiologicznych.

Zdefiniujemy teraz pojecie "model logistyczny'. Oznaczmy w tym celu przezY zmienng dychotomiczng o
wartosciach:

1 - najczesciej dla zdarzen pozadanych, na przyktad: przezycie, wyzdrowienie, niezakazenie, powodzenie leczenia;
0 - w przeciwnym wypadku, na przyktad: zgon, choroba, zakazenie, niepowodzenie leczenia.

Woéwczas model regresji logistycznej wigzgcy prawdopodobiehstwo jednego zdwdch moziwych wynikéw
zmiennej Y ze zmiennymi wyjasniajgcymi jest okreslony rownaniem

aEI'i'Eﬂrxl'}
1+el *2“

P{Y= ].III, IE:"-:IE:) =

gdzie
a;i=0,..k - to wspotczynniki regresiji

X1, X2,....Xc - t0 Zmienne niezalezne, ktére moga by¢ mierzalne lub jakosciowe.

Prawa strona rownania to warunkowe prawdopodobienstwo, ze zmienna Y przyjmie wartos¢ 1 dla wartosci
zmiennych niezaleznych xq, Xp,....X.

Jak w kazdym modelu regresji, tak i tu staramy sie oszacowac wspotczynniki regresji ag, af,...,ax. Chcemyw ten

sposo6b dopasowac jak najlepszy model w oparciu o warto$ci pewnej grupy danych. Oczywiscie liczebno$¢ grupy
n musi by¢ dostatecznie duza, co oznacza, ze n >10(k + 1), gdzie k jest liczbg parametréw. W celu znalezienia
estymatoréw ag, aq,...,ax nie mozemy stosowa¢ omowionej wczesniej metody najmniejszych kwadratéw. Wymaga

ona bowiem zatozenia o statosci wariancji, ktére w przypadku zmiennej dychotomicznej Y nie jest spetnione. W
przypadku regresji logistycznej stosujemy metode najwiekszej wiarygodnosci. Metoda ta, ktorej podstawy
teoretyczne opracowat twérca analizy wariancji Fisher w 1929 roku, jest jedng znajwazniejszych metod estymacji.
Najogélniej mowigc, metoda najwiekszej wiarygodnosci maksymalizuje funkcje wiarygodnosci, czyli iloczyn
prawdopodobienstw pojawienia sie poszczegdlnych obserwacji z proby przy danych parametrach modelu. Nie
bedziemywchodzi¢ w szczegétowe matematyczne rozwazania; zwroce tylko uwage na istote metody. Chodz o to,
abyjako ocene szacowanych parametrow bra¢ te wartosci, dla ktérych wiarygodnos$¢ jest najwieksza. Intuicyjne
uzasadnienie takiego postepowania jest oczywiste - im wieksza wiarygodnos$¢ (prawdopodobienstwo) zdarzenia,
tym wieksza czesto$¢ wzgledna (realizacja) w dtugim ciggu doswiadczen. W przypadku pojedynczego
doswiadczenia mozemy i powinniSmysie liczy¢ zjego realizacjg. Dla matej wiarygodnosci czestos¢ wzgledna jego
wystgpienia jestbliska 0, i w przypadku pojedynczej préby mozemy w ogole nie bra¢ pod uwage moziwosci jego
realizacji. W przypadku konkretnego modelu im wieksza jest jego wiarygodnos$¢, tym wigksze
prawdopodobienstwo, ze wartosci zmiennej zaleznej pojawig sie w probie. Innymi stowy - im wieksza
wiarygodnosé¢, tym lepsze dopasowanie modelu do danych. Estymatory wyznaczone metoda najwiekszej
wiarygodnosci dzieki swoim wtasnosciom gwarantujg najwieksze prawdopodobienstwo otrzymania
zaobserwowanych wartosci zmiennej zaleznej. W statystycznych pakietach komputerowych estymatorow metody
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najwiekszej wiarygodnosci poszukuje sie, maksymalizujgc funkcje wiarygodnosci L lub jej logarytm. Z przyczyn
obliczeniowych tatwiej jest bowiem znalez¢ ekstremum funkgji log L nizsamej funkcji L. Obliczenia dla
konkretnego modelu mogg by¢ skomplikowane (obliczamy bowiem prawdopodobienstwo pojawienia sie kazdej
wartosci y), jednak w tej Zmudnej pracy wyrecza nas komputer. Uzywajgc pakietu STATISTICA, pokazemy, jak w
praktyce przebiega taka estymacja i interpretacja otrzymanych wynikéw.

W pewnej klinice szukano czynnikéw istotnie wptywajgcych na przezycie 90 dni po udarze mézgu. Zgodnie z
wczesniejszymi badaniami i obserwacjami wzieto pod uwage nastepujace zmienne:

WIEK - wiek pacjenta, zmienna ilosciowa

SKP - stan kliniczny pacjenta przy przyjeciu, zmienna jakosciowa (skala 0-58)
WIELCT - wielko$¢ ogniska udaru, zmienna jakos$ciowa (skala 1-4)

NAP - stezenie sodu w surowicy przy przyjeciu, zmienna ilosciowa

CUKIERRP - stezenie glukozy w surowicy przy przyjeciu, zmienna ilosciowa

CPK - aktywnos$¢ kinazy kreatynowej w surowicy przy przyjeciu, zmienna ilo§ciowa
CHOL1 - stezenie cholesterolu w surowicy, zmienna iloSciowa

P90 - przezycie 90 dni, zmienna zalezna dychotomiczna (1 - przezycie, 2 - zgon).

Fragment arkusza danych dla 487 pacjentow przedstawia rysunek 2.

] =
i Dane: pll,sta By ™ 29c

;u NAP CIJH%ERP CEi\I.IIFIsEII

5 I‘! 7 g
WIEK| SEP| CPE [T
57

1| 1 144 6.8007.51 2 5 47.00
2] 2 13% S5.000&.83 4 67 2401.00
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4| 1 141 S. 6008 562 2 8% 23 S8.00
5 1 141 £.8004.00 3 ¥ 41179.00
5| 2 138 &,.0004.21 {4 30 4158.00
i 1 141 4,900 6. 86 3 48 54 57.00
3] 1 13% 6.4005.35 4 78 28165.00
3] 1 143  7.4004.57 1 41 30

10 1 141 S5.3004.84 2 5S4 50 3|00
i1 2 141 14.5003.37 3 79 16 93,00
12 2 144 75004 .44 4 61 27 44.00

Rys. 2. Fragment arkusza danych

Poniewaz zmienna zalezna P90 jest zmienng dychotomiczng, do analizy statystycznej uzyjemy modelu regresji
logistyczne;j.

W pakiecie STATISTICA analize regresji logistycznej mozemy przeprowadzi¢ w module Estymacja nieliniowa. Po
jego uruchomieniu otwiera sie okno Estymacja nieliniowa przedstawione na rysunku 3.

2] Estymacia nieliniowa

|EZ Regresja uiylkownika 114 |
Regrezja logislycana Anuli |
|~4 Regresia probit

|2/ Regresja wykkadnicza [ Otwérz dane |
E Regrezja segmentowa Eq&{l;r s I & u |

Rys. 3. Okno wyboru modelu regresiji

W oknie tym mozemy wybra¢ pozadany typ regresji nieliniowej; interesuje nas regresja logistyczna. Po jej
wybraniu i nacisnieciu klawisza OK pokazuje sie okno Regresja logistyczna (rys. 4), otwierajgce procedure
analizy logistycznej. W oknie tym kolejno okreslamy:

- rodzaj danych na liscie rozwijalnej Plik wejsciowy zawiera;

- zmienne do analizy, za pomocg przycisku Zmienne;

- kody dychotomicznej zmiennej zaleznej; zauwazmy, ze wszystkie wartosci skojarzone z pierwszym kodem sg
réwne zeru (0), a wiec jako pierwszy kod podajemy najczesciej symbol okre$lajgcy zdarzenie niepozgdane, na
przyktad: zgon, choroba.
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Regresta lomstycena [Logit)

Plik wejfciowy znwiem:[ﬁndp bez liczebnofei _:! EH ok |

] Zmienne | Anuluj

Hiezaledna: NAP-CPE

Zaledna: pap
Liczebnose
ody zmienne] zalednej |Z,I] Kl podvabinie vedbeane pole, aby
Loty ! £ wasbiad kody 7 sty watode
oaz | zmiennych

Braki danych: [Llaunnnu pizgpadkami vl ![ o !|

Rys. 4. Okno wyboru zmiennych

Po wprowadzeniu i wybraniu zmiennych przyciskamy OK, aby otworzy¢ kolejne okno Procedura estymaciji
widoczne na rysunku 5.

ﬁ Procedura estymani HE

Hodel to: regresja logigsvyoEne
Liczha estymowanych parametrdu:

o

Funkcja SCLaty: najw. wiasrygodnosd

inienna zaledna: Pai

Fodg: 22,0000 11,0000 [(prezek. odpowlednio na O 1)

Imienne niegaleine: HLP CURIERT CHOL WIEL WIEE
SET CEFE

Braki danych usuwano preypodoani

Liczba wainych preyp.: 13
Metoda estymacii: | Rosenbiocka i quasi-Newtona ~| K
W Azymptotycene blredy standardowe -
[ Eta dla aproks. zkoficz. rdzmic. 1.E- E Arvaluj

M akszpmalna iczba iteracy: |5“ E

Krpterium zhieinofci: ||II-T| E Bl Siednic | odchylenia standardowe |

%] Wartedci poczgtkows: |.1 dla wezpstkich BB Wykiez macierzowy ogitu zmiennpch |

%] Wetepna dhugoic kroku |'I U dia wrzpstkich Wykiez ramkowp ogotu zmennpch |

Rys. 5. Okno wyboru metody estymacji

W oknie tym mozemy wybrac procedure estymacji oraz okresli¢ kryterium zbieznosci. Dokladne omowienie tych
procedur i dostepnych tu opcji wychodz poza ramy niniejszego opracowania. Zasygnalizujemy tylko dwa fakty:
W celu obliczenia btedow standardowych estymowanych parametrow wybieramy opcje Asymptotyczne bledy
standardowe.

Przed przeprowadzeniem wtasciwej analizy mozemy po naciénieciu przycisku Srednie i odchylenia standardowe
przejrze¢ podstawowe statystyki opisowe.

Po wprowadzeniu danych i wybraniu metody estymacji (tu Rosenbrocka i quasi-Newtona) arkusz wynikéw
otrzymamy, naciskajgc przycisk OK, a nastepnie (w otwierajgcym sie oknie Wyniki) przycisk Parametry i bledy
standardowe. Pierwsze dwa arkusze wynikéw sygnalizowaty, ze zmienne NAP i CHOL1 okazaty sie nieistotne. A
wiec powinni$my rozwazy¢ prostszy model bez tych zmiennych. Otrzymane wartos$ci przedstawia okno wynikéow
(rys. 6). Ostatecznie naszmodel przyjmuje postac jak we wzorze u dotu strony.
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Rys. 6. Arkusz wynikéw estymacji parametréw modelu

Ujemne szacunki wspoétczynnikoéw odpowiadajgce zmiennym CUKIERP, WIELCT, WIEK oraz CPK wskazujg, ze
wzrost tych wielko$ci powoduje zmniejszenie sie prawdopodobienstwa przezycia 90 dni. Najwiekszy wzrost jest
widoczny dla zmiennej WIELCT.

W arkuszu wynikéw znajdziemy rowniez szereg dodatkowych statystyk i wspotczynnikow. Jak sie nie zgubi¢ w tym
gaszczu liczb? Wskaze najwazniejsze, na ktore przede wszystkim musimy zwréci¢ uwage:

[1] wspotczynniki modelu regresji logistycznej umoZiwiajg zdefiniowanie modelu, jak w powyzszym réwnaniu;
[2] warto$ci poziomu prawdopodobienstwa oceniajgcego istotnos¢ oszacowanych wspotczynnikow;

e
[3] wartos ¢ statystyki stuzgca do oceny dopasowania modelu - gdy statystyka £ jestistotna (najczesciej gdyp
<0,05), to moéwimy, ze analizowany przez nas model wnosi co$ nowego, rézni sie bowiem istotnie od modelu tylko
zwyrazem wolnym;
[4]jednostkowyilorazszans.

W modelu logistycznym dochodz dodatkowy parametr - iloraz szans (odds ratio). Parametr ten jest czesto
stosowanyw badaniach klinicznych i epidemiologicznych. Przyjrzyjmy sie wiec mu blizej. Przypomnijmy na
poczatku pojecie "szansy". Jest to stosunek prawdopodobienstwa, ze jakies zdarzenie wystgpi (np. rozwinie sie
rak ptuca), do prawdopodobienstwa, ze to zdarzenie nie wystgpi. Dla danego przypadku A powyzsza definicje
mozemy zapisa¢ nastepujgcym wzorem:

plaA) __pA)
pnieA) 1-p(A)

(Szansa) S(A) =

Na przyktad, jesli p(A) = 0,2 to S(A) = 0,2/(1-0,2) = 1/4. Oznacza to, ze prawdopodobienstwo pojawienia sie
przypadku Ajestréwne jednej czwartej prawdopodobienstwa niepojawienia sie tego przypadku. Mozemy tez
powiedziec, ze szansa niewystgpienia przypadku Awynosi 4:1.

lloraz szans dwoch grup poréwnywanych Ai B definiujemy jako stosunek "szansy" wystapienia Ado "szansy"
wystgpienia B, czyli ORAXB (OR od odds ratio). Przy tak przyjetym oznaczeniu iloraz szans mozemy zapisa¢ w
postaci nastepujgcego réwnania:
_SA)  _pA) . pB)

S(B) 1-pA) 1-p(B)

OR .z

Na przyktad oznaczmyjako A grupe palaczy papieroséw, a jako B grupe oséb niepalgcych. Przyjmujgc wartosci
S(A)=0,81iS(B) =0,2, otrzymujemyiloraz szans "poréwnujgcy" szanse rozwiniecia sie raka ptuca u palgcych i
niepalgcych: ORaxg = 0,81/0,2 = 4,05. Szansa rozwoju raka ptuca u palaczy jest 4-krotnie wieksza nizu

niepalgcych.

Zauwazmy, ze iloraz szans rowny 1 oznacza réwnowaznos¢ ryzyka porownywanych grup. W powyzszym przyktadzie
taka warto$ ¢ moéwitaby, ze palenie papieroséw nie ma wptywu na rozwdj raka ptuca. lloraz szans wiekszy od 1
wskazuje, ze szansa wystgpienia danego zdarzenia (np. zachorowania, zgonu itp.) w grupie Ajest wieksza nizw
grupie B. Odwrotnie - iloraz szans ponizej jednosci wskazuje, ze w grupie Aszansa wystgpienia badanego
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zdarzenia zdrowotnego jest mniejsza nizw grupie B.

Jednostkowyiloraz szans wyliczony w pakiecie pokazuje, jak zmienia sie szansa danego zdarzenia przy
jednostkowej zmianie zmiennej niezaleznej.

W naszym przyktadzie jednostkowyiloraz szans dla zmiennej WIELCT (wielko$¢ ogniska udaru) jest réowny 0,7107.
W oparciu o te warto§¢ mozemy zbudowac tabele obrazujgcg zmniejszanie sie szansy przezycia 90 dni wraz ze
wzrostem wielkosci ogniska udaru w skali od 1 do 4 (przy niezmieniajgcych sie pozostatych wartosciach
zmiennych). Ma ona posta¢ nastepujaca:

Tabela
wielkos¢ ogniska 1 2 3 4
wielkos ¢ zmniejszenia 0,71 0,505 0,359

Widzimy, ze chory, u ktérego wielkos¢ ogniska wynosi 3, ma w stosunku do chorego zogniskiem udaru wielkosci
1 0 potowe mniejszg szanse przezycia 90 pierwszych dni od momentu zachorowania. Jeszcze mniejszg szanse
(0,36) ma chory z najwiekszym ogniskiem udaru.

mgr Andrzej Stanisz
z Zakiadu Biostatystyki i Informatyki Medycznej Collegium Medicum UJ w Krakowie
(Kierownik Zaktadu: prof. dr hab. inz. Ryszard Tadeusiewicz)
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